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研究の源流を求めることができる｡ L Bachelierは, 1900年には金融市場の資産価格変動にBrown
運動を適用することを試みていたごとくである｡ 1923年に, N. Wienerが, Brown運動に厳密な








[25], Abel [1],その統合化としてPindyck [27],発展化としてAbel-Eberly [4]等参照｡)に
在り,次いで,建設時間(time to build)や待機時間(waitingtime)が無視し得ない情況下での投
資決定(例えば, McDonald-Siege [22], Dixit [11], Ingersoll, Jr.-Ross [15]等参照｡)に関心
が向かっていった｡
もう一方で,投資が有償可逆性(costly reversibility)や非可逆性(irreversibility)の制約に縛ら
れるところでの動的投資決定(例えば, Pindyck [26], Bertola-Caballero [7], Abel-Eberly [ 5]
等参照｡)に関して,さらに,そこでのTobinのq (Tobin's q)との関係(例えば, Abel [2],そ
の発展化としてAbel-Eberly [4]等参照｡)にも関心が向けられてきた｡
我々の本稿の目的は, Wiener過程にしたがう生産物需要,投資財価格に関する不確定性が支配








































7T(i) -P(q(i))F(K(i), L(i)) -u)(i)L(i) -0 (i)I(i) -C(I(t))　　　　　　　　　　(4)










































dI MR ･ FKK
dK (r+8)C"(I) (<0)
なる関係がしたがう｡ dI/dKは,直ちに負の符号をとり,等傾線1-0は, K-I座標において右下
りの曲線を描く｡他方,等傾線k-oは, (2)式から, K-I座標において, I/K-Sの傾きをもつ右
上りの直線を描く｡ここで,両等傾線の交点が与える座標を(K+,I+)で表わそう｡
いま, K(t)<K'ならば, I*-oを満たすI*に対して, I*>I+がしたがい,かつI*<oとなる
から,等傾線の交点(K+,I+)に収束する安定多様体(stable manifold) Aが存在し,逆に, K(i)>
K+ならば, I*<I+,かつ1*>oとなるから,(K二I')に収束する安定多様体Bが存在する｡以上
の関係は図-1に示される｡
ところで, A汀OW [6]は,投資が非可逆性制約(irreversibility constraint)に縛られるところで
の動的投資決定のあり方を分析した最初である｡そこでの企業の問題は,我々の記号法を用いれば
max V(i)-

































で表わされる3)｡ただし, FL-(1/dt)Et(dZ(i)/Z(t))で, Z(i)の期待成長率, (Z(i))262は, Z(i)の
瞬時的分散である｡また, E,(dW(t))-0, (dW(i))2-dtである4)｡
ところで,時間のパラメータをもち,ある確率法則にしたがう確率変数の集まり(X(i), t≧0)は,
確率過程(stochastic process)とよばれる｡さらに, X(0)-0となり, X(2)一X(1), X(3)-X(2), -
のごとく時間経過にともなう増分(increment)が独立であり, S<tなる2時点における増分X(t)
-X(S)が平均ゼロ,分散62(i-S)をもつ分布にしたがい,さらに,実現したこれまでの確率過程,















V(K(t), Z(t), i)-max Et
L(T), I(r) 十e~r(T-t) 7r(T)dT
を定義する｡ただし, 7[(ど)=7[(K(r),Z(ど),T)である｡
いま, a(T)-e~r(T-∫) 7T(T)と設定し, (22)式の積分を分割すれば
V(K(i), Z(i), i)- max
Hr), ∫(r)
Etrk (ど ) dT
-max Et
I, (T)J (T) /t+Ark(T)dT ･豊莞Et/.wAtk(T)dT










を意味する｡ (24)式の両辺からV(K(i),Z(i),i)を減じ, Atで除し, Atの極限値をdtで表わせば,
0- max t方(i) + (1/dt)EtdV1
上(r).∫(ど)
- max tk(t)+Ly[V(K(i), Z(i), i)])
L(T),1(I-)
(25)
がしたがう｡ (25)式は,確率Be11man方程式(stochastic Bellman equation)とよばれる｡また,上の
IQ[V(K(i),Z(i), t)]は,函数V(K(i),Z(i), t)の時間に関する期待変化率を表わしV(K(i), Z(t), i)
の積分生成作用素(integrat generator)とよばれる｡
ところで,定義から
dV-V(K(i+dt), Z(i+dt), i+dt)-V(K(i), Z(i), i)
がしたがい,ここで, dVにTaylor展開を適用し,時間要素を省略すれば,
dV- Vtdt I VKdK I VzdZ +圭vKK(dK)2+去vzz(dZ)Z+ vMdKdZ
(26)
(2 7)
がしたがう｡ dtより高次の項は無視するものとすれば, (dt)2-dZdt-0となり,さらに, EtdZdK-
Et(dK)2-0なる関係を考慮すれば
EtdV- Vtdt･ (I -SK) VKdt･!62 vzzdt
がしたがい,積分生成作用素
LylV(K, Z, i)] - (1/dt)EtdV-Vt･ (I-Sk)VK一卓2 vzz
を得る｡ (29)式を(25)式に代入すれば, Bellman方程式は,
















いま, (31),(32)式をBellman方程式に代入すれば, V(K, Z, i)に関する偏微分方程式(partial differ-
ential equation)がしたがう｡ Bellman方程式は最適経路に沿って恒等的に成立しなければならな
いから, Bellman方程式を資本ストックKに関して微分すれば
･k/aK I VtK･ (I -8K)VKK-8 VK･!62 vzzK-0
がしたがう｡ここで,伊藤補題(Ito'SLemma)を用いれば,










- (1/dt)Etd (∂方/∂I) - (1/dt)EtdVK
がしたがい,さらに, (32),(34),そして(35)式を考慮すれば










(r+8)(Q +C'(I)) - (1/dt)EtdC'(I) -MR ･FK (3 8)
を得るo　ここで, dC'(I)にTaylor展開を適用し, dIの減小にともないゼロとなる項を無視すれば
dC'(I) - C"(I)dI ･i c"'(I) (dI)2　　　　　　　　　　　　(39)
がしたがう｡しかるに, ∫-7*(〟,～)は,最適経路に乗っていなければならないことを想起し, 〟
に再びTaylor展開を適用し,ゼロ次項を無視すれば,
Et(dI)2 -Et l (IKdK + IzdZ)2]
- I2 Et(dz)2 - 62I2 dt
がしたがう｡
いま, (39)式の両辺の期待値をとれば
EtdC (I) -C (I)EtdI･ic"'(I)62Iz2dt
′             ′′
を得る｡ここで, (41)式を(38)式に代入すれば














dI MR ･ FKK
dK (r+8)C"(I) - (1/2)62Iz2C""(I)
(<o) ㈹
を導く｡ただし,企業の投資の最適化は, (43)式の分母>0を満たさなければならない｡
もし, C′′′′(I) -0であれば, C′′′(I) ≠0であっても,投資決定は不確定性によって影響されない｡
しかるに, C′′′′(I) >0(<0)ならば, 62>oであるから, K-I座標における右下りの等傾線の傾きは,
投資の増加につれ,より平たく(急に)なる｡ (43)式の分子は,投資から独立であるから, C′′′′(I) >0
(<o)は,等傾線が, ♂2-0の場合におけるそれの上方(下方)に位置することを意味している｡以
上の関係は,図-2に示される｡
1)逆に,凹調整費用函数を想定する例として, Manne [21], Romschild [28]参照｡
2 )例えば, Lucas [16],[17], Treadway [30], Lucas-Prescott [18], Abel-Blanchard [ 3 ], Abel-Eberly [4 ]等
参照｡
3 )多少とも経済学と関わる文脈の中での確率微分方程式の議論として, ¢ksendal [24],Shreve [29],Malliaris-
Brock [20], Chow [9], Merton [23]等参照｡
4) FLは,ずれ係数(driftcoefncient), 6は,拡散係数(di凪lSion coefBcient)と呼ばれる｡
5)以上の議論における手続きの多くをPindyck[25]に負う｡










































EtOogZ (i) ) -logZo･ (p 1 ｣612)t　　　　　　　　　　　　(47)
var(logZ (t) ) -612Var(wl(i) )2-612 t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(48)
を与える｡ただし,Z(0)-Zoで所与であるものとする｡
次に,投資財価格は,確率過程









#*& (isoelastic demand function)























dV- Vt･ VKdK･ Vz dZ + VodQ ･圭vKK(dK)2+圭vzz(dZ)2+去vQQ(dQ)2




がしたがう｡ (56)式の期待値をとり, Et(dK)2-Et(dZ) (dK)-Et(dQ) (dK)-0 ,Et(dZ)2-Et(dO)2-dt,
dt2-0なる関係を想起すれば,




















aII/aK lS VK+ (1/dt)EtdVK-0
と変形される｡伊藤補題を再び用い,微分演算子(1/dt)Etd(･)を適用すれば
(1/dt)Etd (∂尤/∂I) - (1/dt)EtdVK
がしたがう｡ただし,方=11-QI-C(I)である｡ここで, (59),(60)そして(61)式を考慮すれば
(1/dt) Etd (8分/∂I) -∂II/∂K+8∂方/∂I
がしたがう｡ (63)式は,再び,変分法のEuler方程式の確率過程版である｡
いま, ∂II/∂K-MR･FKe~r(T~t)であることを想起し, (63)式の両辺をe-r(T-1)で割れば









Et (dI)2-6fIZz2 dt +612I8 02dt +26162P 12ZQIzIodt　　　　　　　　　　　　　　(65)
を得る｡ただし, p12は,ZとQの問の相関係数である｡さらに,




｣ 〔6.2I2Z2+622IaQZ+ 2 6162P12ZQIzIQ〕C′′′(I)i
がしたがう｡
しかるに, Iz>0,IQ<0と想定し得るから, 0≦p12≦ 1を想起すれば





















(1/dt)EtdV - Vt･ (卜8K) VK+pIZVz･p20VQ一卓12Z2vzz
･圭622 02voo･6162ZOVzQ
がしたがう｡ (72)式を上の(71)式に代入すれば, Bellman方程式は,






















k*(t)I.ogK*(i) -言i log (吐誓Q (i) 'zU)(i)ワ~1 )
を定義し,伊藤補題を適用すれば





































































































































































































8)例えば, Caballero [8],Abel-Eberly [5]参照｡
9)かかる特定化の例として, Abel [2]参照｡
10) Bertola-Caballero [7] (p.226)参照｡
ll) Bertola-Caballero, op. cit., (p. 227)参照｡
12)以下, Bertola-Caballero, op. cit., Appendix Aの手続きを援用する｡
13) Dixit-Pindyck [12] (p.142) , Abel-Eberly, op. cit., (p.584)参照｡
14)上の条件について, Dumas [14], Dixit [10], Dixit-Rob [13]参照｡ただし, Dumasは, `super contact'条件
と呼ぶ｡
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